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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ТЕПЛООБМІНУ 

В БАГАТОШАРОВІЙ ПОРОЖНИСТІЙ  

СФЕРИЧНІЙ КОНСТРУКЦІЇ  

З УРАХУВАННЯМ ВНУТРІШНІХ ДЖЕРЕЛ ТЕПЛА 
 
Запропонована робота присвячена застосуванню прямого методу до дослідження процесів теплообміну в ба-

гатошаровій порожнистій сферичній конструкції за умов наявності внутрішніх (розподілених) джерел тепла. При-

пускається, що між шарами існує ідеальний тепловий контакт, а закони змін температур середовищ, які омивають 

приповерхневі (внутрішній та зовнішній) шари конструкції, є довільними функціями часу, та рівномірно розподі-

лені по поверхнях. Тобто, передбачається наявність конвективного теплообміну з навколишнім середовищем та 

виконуються крайові умови третього. Отже, ізотерми всередині цієї конструкції являють собою концентричні 

кола. Коефіцієнти рівняння теплопровідності вважаються кусково-сталими функціями відносно просторової коор-

динати. 

Розв’язування такої задачі проводиться шляхом застосування методу редукції, коли вихідна задача поділя-

ється на дві, більш прості. Аналітичні дослідження проводились шляхом використання методу редукції, концепції 

квазіпохідних, сучасної теорії систем лінійних диференціальних рівнянь, методу Фур'є та модифікованого методу 

власних функцій з активним застосуванням комп’ютерних математичних середовищ. Чисельна реалізація методу 

проводилась за допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple 13.  

Для ілюстрації запропонованого методу розв’язано модельний приклад про знаходження розподілу темпера-

турного поля у чотиришаровій сферичній конструкції з наявними внутрішніми джерелами тепла за умов впливу 

температурного режиму зовнішньої пожежі.  Результати обчислень представлені у вигляді графіка зміни темпера-

тури залежно від часу та просторової координати. Слід зауважити, що задля досягнення результату із заданою 

точністю було використано 30 перших коренів характеристичного рівняння.  

Отримані у роботі результати мають безпосереднє застосування у ряді прикладних задач. Поставлена задача 

описує процеси теплообміну як нагрівання, так і охолодження. 

Ключові слова: сферична конструкція, квазіпохідна, прямий метод, теплообмін. 

 

Постановка проблеми. Дослідження проце-

сів теплообміну у багатошарових сферичних кон-

струкціях не втрачають своєї актуальності, оскі-

льки вони набувають все більш широкого засто-

сування у різних галузях індустрії. Характерною 

особливістю таких елементів є поєднання різного 

роду механічних та теплофізичних характеристик 

шарів, а у таких елементах конструкцій як, напри-

клад, тепловидільні елементи реакторів атомних 

електростанцій – наявні внутрішні джерела тепла. 

Під час вивчення таких конструкцій виникають 

значні труднощі при розробці аналітичних мето-

дів їх дослідження. Тому розробка нових методів 

дослідження багатошарових, зокрема, сферичних 

конструкції є актуальною задачею сьогодення. 

Аналіз літературних джерел. Розв’язуванню 

проблеми теплообміну присвячені численні пуб-

лікації. Основні методи дослідження задач про 

визначення розподілу нестаціонарного темпера-

турного поля у багатошарових конструкція умов-

но поділяються на три види: а) прямі або класич-

ні, які базуються на методі відокремлення змінних 

[1], [2] ; б) операційні, що використовують різного 

роду інтегральні перетворення [3]; в) наближені 

аналітичні та числові методи [4], [5] Так, у роботі  

[6] досліджується розподіл температурного поля в 

багатошаровій порожнистій циліндричній конс-

трукції з включенням внутрішнього джерела теп-

ла, методом інтегрального перетворення Лапласа. 

За останні роки в [7], [8] розглядаються багатоша-

рові порожнисті циліндричні та сферичні конс-

трукції. В основу цих публікацій покладено пряму 

(класичну) схему дослідження, що базується на 

методі редукції, концепції квазіпохідних, сучасній 

теорії систем лінійних диференціальних рівнянь, 

модифікованому методі власних функцій Фур’є. 
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Проблеми які залишаються невирішени-

ми. Теоретично, аналітичні методи повинні засто-

совуватися до багатошарових конструкцій. Однак 

на практиці кількість шарів, як правило обмежу-

ється двома або трьома [6]. Це зумовлено тим 

фактором, що збільшення кількості шарів призво-

дить до громіздких обчислень. Тому проблема 

ефективного аналітичного розв’язку задачі тепло-

провідності у багатошарових порожнистих сфе-

ричних конструкціях з урахуванням наявності 

внутрішніх джерел тепла залишається актуаль-

ною. 

Постановка задачі та її математична мо-

дель. Розглянемо багатошарову сферичну конст-

рукцію область якої обмежена радіусами  та 

 і розділена на n шарів. Кожен шар виготов-

лений з ізотропного матеріалу і наділений своїм 

коефіцієнтом теплопровідності  , пито-

мою теплоємністю , та густиною . 

Крім цього, у шарах конструкції передбачена ная-

вність внутрішніх джерел тепла , а темпе-

ратура  залежить від координати  і часу 

.  

Така постановка задачі зводиться до 

розв’язування диференціального рівняння тепло-

провідності [3], [7] 

 (1) 

Вважатимемо, що на зовнішній та внутрішній 

поверхнях сферичної конструкції існує конвекти-

вний теплообмін з навколишнім середовищем, 

тобто наявні крайові умови третього роду [7].  

 (2) 

де  та  – закони змін температур 

середовищ, які омивають приповерхневі шари 

конструкції,  та  – коефіцієнти теплообміну 

на поверхнях конструкції, . 

Також у початковий момент часу відомий 

розподіл температурного поля (початкова умова) 

     (3) 

Надалі використовуватимемо такі позначення 

[7], [9]:  – характеристична функція напіввід-

критого проміжку , тобто, 

,  – квазіпо-

хідна [7],  – густина теплового 

потоку. Теплофізичні характеристики матеріалів 

вважатимемо незмінними для кожного із шарів, 

тому зобразимо їх як кусково-сталі функції 

   

   . 

Ввівши позначення квазіпохідної та помно-

живши крайові умови (2) на , отримаємо  

 

У математичній фізиці добре відомий метод 

редукції [10], [11], який враховує неоднорідність 

крайових умов та пов'язаний з виділенням квазіс-

таціонарної частини. Тому розв’язок задачі (1)-(3) 

шукатимемо як суму двох взаємозв’язаних функ-

цій 

.     (4) 

Будь-яку з функцій  або  мо-

жна вибрати спеціальним чином, тоді інша визна-

чатиметься однозначно.  

Вибір функції  та мішана задача 

для . Задача для функції . Визна-

чимо функцію  як розв’язок  крайової ква-

зістаціонарної задачі [12][13] 

,  (5) 

 (6) 

де  а також надалі  – 

квазіпохідні. 

Ввівши вектори ,  

та матрицю  зведемо диференціальне 

рівняння (5) до еквівалентної йому системи дифе-

ренціальних рівнянь першого порядку [13], [14] 

.          (7) 

Крайові умови (6) також напишемо у вектор-

ній формі [7], [15] 
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  (8) 

де ,  і  мають вигляд 

 

Під розв’язком системи (7) розуміємо абсо-

лютно неперервну на проміжку  вектор-

функцію  яка справджує цю систему майже 

всюди, крім, можливо, точок розриву коефіцієнтів 

, , , . 

На кожному з проміжків  система (7) 

має вигляд 

 (9) 

Для відповідної (9) однорідної системи 

 вважатимемо відомою матрицю Коші 

 що володіє такими властивостями [9]: 

1) за змінною r вона справджує матричне рі-

вняння ; 

2)  , де  – одинична матриця. 

Безпосередньою перевіркою переконуємось, 

що  

  (10) 

задовольняє умови 1) – 2), де . 

Для довільного  позначимо 

    (11) 

Структура (10) матриці  дає змогу 

встановити структуру матриці (11), а саме 

 

однак  

У роботі [15] встановлено, що на кожному з 

проміжків  розв’язок задачі (5), (6) зобра-

жується як вектор-функція , де першою 

координатою є шукана функція , як 

розв’язок рівняння (5), а другою – її квазіпохідна 

 (12) 

 

де  

  

  

  

 

Формула (12) дає змогу записати розв’язок 

задачі (5), (6) на проміжку  з допомогою 

характеристичних функцій  як  

. 

Задача для функції . Застосувавши 

формулу (4) до рівняння (1) одержимо 

(13) 

Оскільки  – розв’язок задачі (5)-(6), 

тоді у (13) слід врахувати, що 

. Отже приходимо до 

неоднорідного диференціального рівняння для 

визначення функції  [7] 

.   (14) 

Зауважмо, що функцію  у правій 

частині (14) вважатимемо відомою, оскільки ві-

дома функція  як розв’язок задачі (5), (6). 

Оскільки ця ж функція  справджує крайові 

умови (6), тому з формули (4) отримуємо крайові 

умови для функції  

 (15) 
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а початкова умова для  виглядатиме 

 (16) 

Отже, якщо відомий розв’язок задачі 

(5), (6), функція  є розв’язком мішаної 

задачі   (14)(16). 

Відокремлення змінних та задачі на власні 

значення. Шукатимемо нетривіальні розв’язки 

однорідного диференціального рівняння 

, (17) 

що задовольняють крайові умови (15) у вигляді 

[10] 

  (18) 

де  – параметр, а  – невідома функція. 

Підставляючи праву частину (18) у рівняння 

(17) та крайові умови (15) отримуємо квазідифе-

ренціальне рівняння 

  (19) 

з крайовими умовами 

 (20) 

де  – квазіпохідна. 

Задача (19), (20) – класична задача на власні 

значення, де необхідно знайти значення парамет-

ра  (власні значення ) при яких існують від-

повідні їм нетривіальні розв’язки (власні функції) 

. Властивості власних значень та влас-

них функцій цієї задачі детально вивчено та опи-

сано у роботі [10]. Слід лише зауважити, що всі 

власні значення  додатні та різні, а власні фун-

кції  ортогональні з вагою  [7], 

тобто, 

. 

Конструктивна побудова власних функцій. 

Ввівши вектор  та матрицю 

, зведемо квазідиференцальне 

рівняння (19) до еквівалентної йому системи ди-

ференціальних рівнянь першого порядку  

.  (21) 

Відповідну систему на проміжку  за-

пишемо у вигляді 

   (22) 

У роботі [7] встановлено, що матриця Коші 

 системи (22) має вигляд 

 

; 

; 

; 

;  

де позначено . 

Нетривіальні розв'язки  системи (21) 

шукатимемо у вигляді [7] 

 (23) 

де , 

а  – деякий ненульовий вектор. 

Застосувавши до рівності (23) крайові умови 

(8) (при ), отримаємо: 

 

Оскільки, , приходимо до рі-

вності 

 (24) 

Для існування нетривіального вектора  у 

(24) необхідно і достатньо виконання умови 

 (25) 

Позначимо  

Рівняння (25) – характеристичне рівняння за-

дачі на власні значення (19), (20) яке у розгорну-

тому вигляді можна записати таким чином 

 

Для знаходження нетривіального вектора 

 покладемо у рівність (24)  
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замість . Відтак прийдемо до векторної рівності 

 

яка еквівалентна системі рівнянь 

 (26) 

Оскільки визначник системи (26) дорівнює 

нулеві, то система має  нетривіальні розв’язки 

. Поклавши, наприклад  отри-

маємо  

 

Власні вектори системи диференціальних 

(21) з крайовими умовами (8), мають вигляд 

 

де першою координатою є власні функції 

 а другою – квазіпохідні  

відповідних власних функцій. 

Розвинення в ряди Фур'є за власними функці-

ями . Нехай  – аб-

солютно неперервна на  функція, що має 

різні аналітичні вирази  на кожному з про-

міжків . Розвинення функції  в ряд 

Фур'є за власними функціями  задачі 

(19), (20) має вигляд 

 

де коефіцієнти Фур’є  обчислюються за фор-

мулою [7], [8], [15] 

 

а  квадрат норми власних функцій 

 

 

Побудова розв’язку мішаної задачі для 

функції . Схема побудови розв’язку цієї 

задачі методом власних функцій детально описа-

на в роботі [15]. Цей розв’язок зображується у 

такому вигляді вектор-функції: 

     (27) 

де  та  коефіцієнти розвинення початкової 

умови  та функції  відповідно в ряди 

Фур’є за системою власних функцій , 

першою координатою є шукана функція , 

а другою – її квазіпохідна . 

Враховуючи (12) та (27), отримуємо 

розв’язок вихідної задачі (1)-(3) 

. 

Модельний приклад. Розглянемо задачу про 

нагрівання чотиришарової порожнистої сферич-

ної конструкції, яка виготовлена з різних ізотроп-

них шарів. У початковий момент часу температу-

ра конструкції та навколишнього середовища 

становить 20 0С. Навколо конструкції розпочина-

ється пожежа, температура якої змінюється за 

температурним режимом зовнішньої пожежі 

. 

Температура середовища всередині конструкції є 

незмінною, та становить 20 0С. Теплотехнічні 

характеристики конструкції для розрахунку: раді-

уси шарів – , , , 

,  ; коефіцієнти теплопро-

відності – , , 

, ; питома тепло-

ємність – , , 

, ; густина – 

, , , 

; інтенсивність внутрішнього дже-

рела тепла , ; 

коефіцієнти теплообміну – , 

. 

Результати розрахунків наведено на рис 1. 
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Рисунок 1 – Нагрівання чотиришарової сферичної 

конструкції 

 

Висновки. Отримані у роботі результати ма-

ють безпосереднє застосування у ряді прикладних 

задач. Поставлена задача (1)(3) описує процеси 

теплообміну (як нагрівання, так і охолодження) у 

багатошарових порожнистих сферичних конструк-

ціях з урахуванням крайових умов третього роду та 

наявності внутрішніх джерел тепла. Зміна крайо-

вих умов на будь-які інші (першого чи другого 

роду) абсолютно не впливає на схему 

розв’язування поставленої задачі. 

Розв’язок системи рівнянь (7) та (21) знахо-

диться у класі абсолютно неперервних на 

вектор-функцій, що відповідає умовам ідеального 

теплового контакту. У зв’язку з цим, при постано-

вці вихідної задачі (1)-(3) відсутні умови спряжен-

ня (рівність температури та теплових потоків). 
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R. M. Tatsii, O. Y. Pazen, T.G. Berezhanskiy 

 

MODELING OF THE HEAT TRANSFER PROCESS IN A MULTI-LAYER SPHERICAL 

CONSTRUCTION TAKING INTO ACCOUNT OF INTERNAL HEAT SOURCES 
 
The proposed work is devoted to the application of the direct method to the study of heat transfer processes in a 

multilayer hollow spherical structure in the presence of internal (distributed) heat sources. It is assumed that there is an ideal 
thermal contact between the layers, and that the laws of changes in the temperatures of the media that wash the surface (inner 
and outer) layers of the structure are arbitrary functions of time and are evenly distributed over the surfaces. That is, 
convective heat exchange with the environment is assumed and the boundary conditions of the third are satisfied. Therefore, 
the isotherms inside this structure are concentric circles. The coefficients of the thermal conductivity equation are considered 
to be lump-constant functions with respect to the spatial coordinate. 

This problem is solved by applying the reduction method, when the original problem is divided into two or more 
simple ones. Analytical studies were conducted using the method of reduction, the concept of quasi-derivatives, modern 
theory of systems of linear differential equations, the Fourier method and a modified method of eigenfunctions with the active 
use of computer mathematical environments. The numerical implementation of the method was performed using the Maple 
13 computer algebra system. 

To illustrate the proposed method, a model example of finding the distribution of the temperature field in a four-layer 
spherical structure with available internal heat sources under the influence of the temperature of the external fire is solved. The 
results of the calculations are presented as a graph of temperature change depending on time and spatial coordinate. It should 
be noted that 30 first roots of the characteristic equation were used to achieve the result with the given accuracy. 

The results obtained are directly applicable in a number of applications. This task describes the processes of heat 
exchange both heating and cooling. 

Keywords: spherical construction, quasi-derivative, direct method, heat transfer. 


