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МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛООБМІНУ В БАГАТОШАРОВІЙ  

ПЛОСКІЙ КОНСТРУКЦІЇ ПРИ НЕІДЕАЛЬНОМУ  

ТЕПЛОВОМУ КОНТАКТІ ЗА УМОВ ПОЖЕЖІ 
 

Запропонована робота присвячена застосуванню прямого методу до дослідження процесів теплообміну в 

багатошаровій плоскій конструкції. Припускається, що кожен шар виготовлений з ізотропного матеріалу різної 

товщини. Між ними існує неідеальний тепловий контакт, а в шарах передбачено наявність внутрішніх джерел 

тепла. В цьому випадку ізотермічні поверхні являють собою паралельні площини, тобто температура змінюється 

лише в одному напрямку. На зовнішніх поверхнях конструкції відбувається конвективний теплообмін з 

навколишнім середовищем, тобто виконуються крайові умови третього роду. Коефіцієнти рівняння 

теплопровідності вважаються кусково-сталими відносно просторової координати. В такій постановці задача 

розв’язана вперше. Реалізація розв’язку задачі проводиться шляхом застосування методу редукції із 

використанням концепції квазіпохідних та застосування теорії систем диференціальних рівнянь з імпульсною 

дією. Надалі використовується процедура відокремлення змінних Фур’є із застосуванням модифікованого методу 

власних функцій.  

Виходячи з фізичного змісту задачі, диференціальне рівняння теплопровідності записувалось у декартовій 

системі координат, однак представлена тут схема розв’язування без будь яких принципових ускладнень 

поширюється на подібні задачі для багатошарових тіл основних геометричних форм шляхом переходу до 

відповідних систем координат. 

Для ілюстрації запропонованого методу розв’язано модельний приклад про знаходження розподілу 

нестаціонарного температурного поля в семишаровій плоскій конструкції за умов впливу вуглеводневого 

температурного режиму пожежі. Між двома суміжними шарами виконується умова ідеального або неідеального 

теплового контакту. Крім цього у деяких шарах наявні внутрішні джерела тепла. Результати обчислень 

представлені у вигляді графіка зміни температури залежно від часу та просторової координати. 

Ключові слова: неідеальний тепловий контакт, диференціальне рівняння з імпульсною дією, прямий метод. 
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SIMULATION OF HEAT EXCHANGE IN A MULTILAYER FLAT STRUCTURE  

UNDER PERFECT THERMAL CONTACT IN FIRE CONDITIONS 

 
The proposed work is devoted to the application of the direct method to the study of heat transfer processes in a 

multilayer flat structure. It is assumed that each layer is made of isotropic material of different thickness. There is an 

imperfect thermal contact between them, and the layers have internal heat sources. In this case, the isothermal surfaces 

are parallel planes, i.e the temperature changes in only one direction. On the outer surfaces of the structure there is a 

convective heat exchange with the environment, i.e the boundary conditions of the third kind are fulfilled. The coefficients 

of the thermal conductivity equation are considered to be piecewise constant with respect to the spatial coordinate. This 

is the first time the problem has been solved in this setting. The solution of the problem is realized by applying the method 

of reduction using the concept of quasi-derivatives and applying the theory of systems of differential equations with 

impulse action. The following is the procedure for separating Fourier variables using a modified method of 

eigenfunctions. 

Based on the physical content of the problem, the differential equation of thermal conductivity was written in the 

Cartesian coordinate system, but the solution scheme presented here without any fundamental difficulties extends to 

similar problems for multilayer bodies of basic geometric shapes by switching to appropriate coordinate systems. 

To illustrate the proposed method, a model example of finding the distribution of a nonstationary temperature field 

in a seven-layer flat structure under the influence of the hydrocarbon temperature of the fire is solved. The condition of 

ideal or non-ideal thermal contact is fulfilled between two adjacent layers. In addition, some layers have internal heat 
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sources. The results of the calculations are presented in the form of a graph of temperature changes depending on time 

and spatial coordinates. 

Key words: not ideal heat contact, differential equation with impulse action, direct method. 

 

Вступ. Одними з найбільш небезпечних над-

звичайних ситуацій які завдають значних матеріа-

льних збитків та становлять значну небезпеку для 

життя людей є пожежі. Вони можуть супрово-

джуватись руйнуванням будівельних конструкцій, 

тоді матеріальні збитки сягатимуть досить знач-

ного обсягу. Забезпечення відповідної стійкості та 

міцності конструкцій, яку прийнято називати вог-

нестійкістю, є досить важливим аспектом пожеж-

ної безпеки. Одним із основних критеріїв для ро-

зрахунку межі вогнестійкості будь-якої будівель-

ної конструкції є визначення температурно-часо-

вої залежності нагрівання відповідної конструкції 

в умовах пожежі. Для цього завжди необхідно 

розв’язувати задачу теплообміну. 

Розв’язуванню проблеми теплообміну в бага-

тошарових конструкціях присвячено численний 

ряд робіт. Переважна більшість з них обмежу-

ється дослідженням випадку ідеального тепло-

вого контакту між шарами. Проте недостатньо ви-

вченими є задачі теплопровідності багатошарових 

конструкцій з урахуванням неідеального тепло-

вого контакту. Кількість таких досліджень є до-

статньо обмеженою.  Так, наприклад, у роботі [1] 

розглянуто задачу про визначення температур-

ного поля двошарової плоскої конструкції при не-

ідеальному тепловому контакті між шарами та 

граничними умовами третього роду. В [2] прове-

дено математичне моделювання умов неідеаль-

ного теплового контакту шарів через тонке вклю-

чення з джерелами тепла. У [3] розв'язано осеси-

метричну температурну задачу для системи двох 

контактуючих шарів з урахуванням неідеального 

теплового контакту. Однак в цитованих роботах 

автори обмежуються двома шарами. Це зумов-

лено тим фактором, що збільшення кількості ша-

рів (з огляду на вибір методів практичної реаліза-

ції) призводить до обчислювальних проблем. 

Тому проблема побудови ефективної аналітичної 

схеми дослідження процесів теплообміну в бага-

тошарових конструкціях за наявності неідеаль-

ного теплового контакту між шарами та з ураху-

ванням наявності внутрішніх джерел тепла зали-

шається актуальною задачею. 

Постановка задачі. Розглядається нестаціо-

нарний процес теплообміну в багатошаровій пло-

скій конструкції, яка розділена на n шарів різної 

товщини площинами  ix x , 0,i n , причому 

0 1 2 1...     n nx x x x x  ( ,мx ) (рис. 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Багатошарова плоска конструкція 
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границях шарів (крім внутрішнього і зовніш-
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вого контакту (коефіцієнт теплообміну 2 0
Вт
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). На поверхнях конструкції існує конвективний 

теплообмін з навколишнім середовищем (зміна 

температури якого описується функцією 
0( ), С  , а коефіцієнти теплообміну між середо-

вищем та обмежуючими конструкцію поверх-

нями n  та 2 0
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,n 

), тобто виконуються 

умови Нютона-Ріхмана (крайові умови третього 

роду). Вважатимемо, що температура   0, , Ct x  

залежить від часу ,с  та поширюється лише в на-

прямку осі 0x , тобто задача є одновимірною. Як 

випливає з робіт [4, 5], поставлена задача зво-

диться до розв’язування диференціального рів-

няння теплопровідності 
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та початковою умовою 

   ,0 .t x x        (4) 

Введемо позначення: i  – характеристична фу-

нкція [7] напіввідкритого проміжку  1, i ix x , тобто 
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ii i i v ic q  

0, 1  i n   

Метод редукції. Розв’язок задачі (1)-(4) шука-

тимемо (див. напр. [6, 7]) у вигляді суми двох неві-

домих, але взаємозв’язаних функцій 

     , , , .   t x u x v x       (5) 

Одну з них можна вибрати спеціальним чи-

ном, тоді інша вже визначатиметься однозначно. 

Визначимо, наприклад, функцію  ,u x  як 

розв’язок крайової квазістаціонарної задачі: 

  0   vu q          (6) 

з умовами спряження [5] 
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та крайовими умовами 
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x
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x
 – квазіпохідні. 

Тут необхідно зауважити, що крайові умови 

(8) для функції u(x,τ) справджують крайові умови 

(3) для функції t(x,τ), а τ вважається параметром. 
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T
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Тоді рівняння (6) зводиться до еквівалентної 

йому системи диференціальних рівнянь першого 

порядку 

,  u Au R    (9) 

з умовами спряження та крайовими умовами в ма-

тричній формі відповідно 

     1 1 1 1 1 ,      i i i i i i ix x xu u C u       (10) 

   0   nx xP u Q u Γ ,       (11) 
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Варто відзначити, що система (9) разом з 

умовами спряження (11) має назву системи дифе-

ренціальних рівнянь з імпульсною дією [8]. 

Розглянемо систему (9) на кожному з промі-

жків  1, i ix x   

,  i i i iu A u R   (12) 

Встановлено [5], що матриця Коші відповід-

ної однорідної системи 
i i i
 u A u  має таку стру-

ктуру:  
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Розв’язок  i xu  неоднорідної системи (12) 

на проміжку  1, i ix x  шукатимемо у вигляді [5, 7] 
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де iP  – невідомий вектор 

Аналогічно на проміжку  1 2, i ix x  
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У точці  ix x  повинна виконуватись умова 

спряження (10) [4], з якої при застосуванні до рів-

ностей (13) та (14) одержимо рекурентне співвід-

ношення 
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де E  – одинична матриця. 

Введемо позначення   11   iiE С С ,  
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На основі співвідношення (15) для довіль-

ного k>0 методом математичної індукції за індек-

сом k отримуємо 

   1 1

1

, , .      



  
k

m k m k m m m k m i m i

i

x x x xP B P B Z  

Покладаючи m=0 отримуємо 

   0 0 1 1

1

, , . 



  
k

k k k i i

i

x x x xP B P B Z  

де  0P  – початковий вектор, що обчислюється за 

формулою 
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n k i i

i
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або в розгорнутому вигляді 
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На кожному з проміжків задача (6)-(8) має 

єдиний розв'язок та зображується у вигляді век-

тор-функції ( )i xu , де першою координатою є шу-

кана функція ( , )iu x , а другою – її квазіпохідна 

0 0

0

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )


        
i

xi

i i i i i i i k k i i

k x

x x x x x x x x x x s s dsu B B P B B Z B R 

(16) 
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На основі зображення (5) з формули (1) 

отримуємо: 
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Оскільки в формулі (6) 0
  

 
  

u

x x
, то 

отримуємо неоднорідну мішану задачу для визна-

чення функції  ,v x :  

,  
 

    
   
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  (17) 

з умовами спряження 
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крайовими умовами 
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  (19) 

та початковою умовою (одержаною з фор-

мули (4) на основі зображення (5)) 

       ,0 ,0 ,0 .  v x x u x f x  (20) 

Метод розв’язування такої задачі з викорис-

танням методу власних функцій детально описано 

в роботах [4, 7]. Тут лише слід зауважити, що: 

1) характеристичне рівняння відповідної 

задачі на власні значення має вигляд 

 0det , , 0.   nx xP QB   (21) 
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2) Власні вектори, побудова яких також 

описана у [7], мають структуру 
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Розв’язок задачі (17)-(20) методом власних  

функцій зображується у вигляді ряду [9]  

       
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де kf  та  k  коефіцієнти розвинення початкової 

умови та функції 
 ,







u x
 відповідно в ряди Фур’є 

за системою власних функцій  ,k kX x . 

Модельний приклад. Розглянемо задачу про 

нагрівання семишарової плоскої конструкції, яка 

виконана з ізотропних матеріалів різної товщини. 

Між двома суміжними шарами виконується умова 

ідеального або неідеального теплового контакту. 

Крім цього у деяких шарах наявні внутрішні дже-

рела тепла. З однієї сторони температура навколи-

шнього середовища змінюється за вуглеводневим 

температурним режимом пожежі 

 
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Вт

0 м С
50


  , а з 

іншої – є сталою   020n С    з коефіцієнтом те-

плообміну 2 0
Вт

м С
4n 

  [10]. Між деякими ша-

рами існує неідеальний тепловий контакт. Коефіці-

єнт теплообміну між І та ІІ шарами становить 

2 0
Вт

1 м С
350


 , між ІІІ та IV –  2 0

Вт
3 м С

285


 , 

між V та VI – 2 0
Вт

5 м С
180


 . Необхідно визна-

чити розподіл нестаціонарного температурного 

поля такої конструкції. Теплофізичні характерис-

тики конструкції для розрахунку наведено в  

таблиці 1.  

 

Таблиця 1  
Теплотехнічні характеристики конструкції 

Параметр Шар 1 Шар 2 Шар 3 Шар 4 Шар 5 Шар 6 Шар 7 

Товщина шару 0,3 0,08 0,1 0,15 0,2 0,05 0,02 

Коефіцієнт теплопровідності 209 1,55 64 393 52 2,91 34,6 

Питома масова теплоємність 894 770 389 389 420 921 130 

Густина 2680 2200 800 8950 7270 2800 11400 

Внутрішнє джерело тепла 25000 16000 0 18500 0 0 7500 

 

Використавши вищеописаний метод та сис-

тему комп’ютерної алгебри Maple, отримуємо роз-

поділ нестаціонарного температурного поля по тов-

щині конструкції у вигляді графіка (рис.2). 

 

 
 

Рисунок 2 – Розподіл нестаціонарного температурного 

поля по товщині конструкції 

На цьому рисунку добре видно наявність стри-

бків температури в точках неідеального теплового 

контакту. Також слід зауважити, що в точці 

0,3мx   теж спостерігається стрибок темпера-

тури, який з часом змінює знак. Це пояснюється на-

явністю внутрішнього джерела тепла у другому 

шарі, тепловий потік якого на початку процесу на-

грівання є більшим від теплового потоку пожежі, що 

збільшується з плином часу.   

Висновки. Вперше прямий метод застосовано 

до розв’язування задачі про розподіл нестаціонар-

ного температурного поля по товщині багатошаро-

вої плоскої конструкції при неідеальному тепло-

вому контакті між шарами та за наявності внутріш-

ніх джерел тепла. В якості ілюстрації можливостей 

цього методу наведено модельний приклад розраху-

нку температурного поля в семишаровій конструк-

ції при різних варіантах теплового контакту між ша-

рами. Виходячи з фізичного змісту, відповідне дифе-

ренціальне рівняння записувалось у декартовій сис-

темі координат, однак представлена тут схема 

розв’язування без будь-яких принципових трудно-

щів поширюється на подібні задачі, що сформульо-

вані в інших системах координат. 
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