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МОДЕЛЮВАННЯ РОЗПОДІЛУ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ  

В КОЛОНІ ПРЯМОКУТНОГО ПОПЕРЕЧНОГО ПЕРЕРІЗУ ЗА УМОВ  
СТАНДАРТНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГОРЕЖИМУ ПОЖЕЖІ 

 
Розглядається актуальна проблема визначення розподілу двовимірного температурного поля по то-

вщині колони прямокутного поперечного перерізу.  На основі проведеного аналізу літературних джерел, 
розглянуто основні методи розв’язку таких задач. Запропоновано альтернативний підхід до визначення ро-
зподілу двовимірного температурного поля за умови, що температура навколишнього середовища по пери-
метру колони змінюється однаково. В якості прикладу розглянуто задачу про нагрівання колони прямокут-
ного перерізу розміром 0,4 на 0,3 м за умов стандартного температурного режиму пожежі. 
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MODELING OF TEMPERATURE FIELD DISTRIBUTION IN A CRYSTAL OF 
TRANSMITTED TRANSFER PERIOD UNDER THE CONDITIONS OF STANDARD 

TEMPERATURE REFRIGERATION FIRE 
 

The article deals with the actual problem of determining the distribution of a two-dimensional 
temperature field along the thickness of a column of rectangular cross-section. On the basis of the analysis of 
literary sources, the main methods of solving such problems are considered. An alternative approach to finding 
the distribution of the two-dimensional temperature field is proposed in conditions when the ambient 
temperature changes along the perimeter of the column equally. As an example, the problem of heating a column 
of a rectangular section of 0.4 by 0.3 m under the conditions of the standard temperature regime of the fire is 
considered. 

Key words: rectangular column, two-dimensional temperature field, direct method. 
 

Вступ. Двовимірні задачі для прямокутника, на сторонах якого підтримується заданий і 
змінний в часі розподіл температури були, ймовірно, уперше поставлені в роботах І. Снеддона 
[1] і Г. Грінберга [2]. В монографії А.В. Ликова [3], розв’язана задача про розподіл температу-
рного поля в прямокутнику за граничних умов першого роду на одній із сторін прямокутника 
та з нульовими крайовими умовами на інших трьох сторонах. При розв’язанні цієї задачі був 
застосований метод скінченного синус-перетворення Фур’є. Слід зауважити, що з розв’язку 
цієї задачі, як частинні випадки, випливають розв’язки, що наведені в роботах [1, 2]. 

В роботі [4] розв’язана загальна перша крайова задача про визначення температурного 
поля в прямокутнику, де крайові умови задані на всіх його чотирьох сторонах. При цьому 
був застосований метод редукції з наступним застосуванням методу Фур’є. Під час спроби 
поширити цей підхід для випадку крайових умов третього роду виникли труднощі технічно-
го характеру, пов’язані з необхідністю сумування потрійних рядів Фур’є. [5] 

Проте, у випадку, коли температура навколишнього середовища по периметру колони 
однакова, більш ефективним є альтернативний підхід, схема застосування якого зреалізована 
нижче. 

Постановка задачі. У прямокутнику П:{0≤x≤a, 0≤y≤b} розглядається задача про 
розв’язування рівняння 
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при початковій умові 
   , ,0 , ,t x y x y          (3) 

де     – закон зміни температури середовища по периметру поперечного перерізу прямо-
кутника (стандартний температурний режим пожежі),   – коефіцієнт теплообміну між сере-
довищем та периметром поверхні прямокутника, с  – масова питома теплоємність,    – гус-
тина,   – коефіцієнт теплопровідності,  ,x y  – початковий розподіл температурного поля 
по товщині прямокутної колони. 
 

 
Рисунок 1 – Поперечний переріз прямокутника 

 
Виклад основного матеріалу. У роботах [3, 6] встановлено, що розрахунок нестаціо-

нарного температурного поля прямокутного поперечного перерізу з достатньою точністю 
може бути знайдений за допомогою відомого в теорії теплопровідності співвідношення без-
розмірних відносних температур [6]: 
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де  , ,t x y   – температура двовимірного температурного поля; 

 ,t x    і  ,t y   – температура одновимірних температурних полів; 

 , ,0t x y  – початкова температура. 
Із співвідношення (4) знаходимо формулу для визначення двовимірного температурно-

го поля прямокутного поперечного перерізу 
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Співвідношення (5) відображає результат накладання одновимірних температурних 
полів  ,t x    і  ,t y   одне на одне. Тому для знаходження двовимірного температурного 
поля необхідно і достатньо знайти розподіл одновимірного температурного поля по напрям-
ку осі x та по напрямку осі y. 

Для знаходження розподілу одновимірного температурного поля по товщині прямо-
кутника, використаємо алгоритм, який детально вивчений та описаний у роботах [7, 8]. 

Алгоритм методики такий: 
Задача про розподіл нестаціонарного температурного поля по товщині плоскої конс-

трукції зводиться до розв’язування на відрізку [ 0 0x  , ax a ] диференціального рівняння: 
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з крайовими умовами третього роду 
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та початковою умовою 
   ,0 .t x x         (8) 

Розв’язок рівняння (6)-(8) шукаємо у вигляді суми двох функцій (метод редукції) 
     , , , .t x u x v x           (9) 

Будь-яку з функцій u(x, τ) або v(x, τ) можна вибрати довільним чином, тоді інша визна-
чатиметься однозначно. 

Виберемо функцію u(x,τ) як розв’язок (квазі)стаціонарної задачі 

  0,u       (10) 
з крайовими умовами 
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У роботі [8] встановлено, що розв’язок (квазі)стаціонарної крайової задачі (10)-(11) має 
вигляд 
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Провівши відповідні математичні перетворення, одержимо розв’язок крайової задачі 
(10)-(11), який має вигляд 
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Використовуючи позначення (9) перепишемо рівняння (6) у такому вигляді 
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Враховуючи, що u(x,τ) є розв’язком задачі (10)-(11), рівняння (14) набуде вигляду  
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 вважатимемо відомою, оскільки відома функція 

u(x,τ). 
Оскільки функція u(x,τ) справджує крайові умови (7), то із зображення (9) випливають 

умови для функції v(x,τ) 

 
   
   

[1]
0 0

[1]

, , 0,
, , 0,a a

v x v x
v x v x

  


 

  
  

           (16) 

а початкова умова набуває вигляду 
        ,0 ,0 .v x f x x u x             (17) 

Структура розв’язку мішаної задачі (15)-(17) детально вивчена та описана у працях [7, 
8]. Цей розв’язок можна побудувати таким чином: 

1. Характеристичне рівняння задачі на власні значення має вигляд 
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З рівності (18) знаходимо власні значення ωk. 
2. Власні функції  ,k kX x  , які відповідають відповідним власним значенням ωk, мають 

таку структуру 
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3. Квадрат норми 2
kX  власних функцій  ,k kX x   має вигляд 
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5. Коефіцієнти Фур’є розвинення функції  ,u x
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Використовуючи формули (19)-(22), розв’язок мішаної задачі (15)-(17) будуємо у вигля-
ді ряду  
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Використовуючи зображення (9), та з урахуванням формул (13) і (23), остаточно отри-
муємо розв’язок задачі (6)-(8) у вигляді 
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Аналогічні розрахунки проводяться для визначення розподілу одномірного температур-
ного поля по напрямку осі y з заміною координат з x на y, а товщина конструкції змінюється з 
a на b. 

 
Приклад. В якості прикладу розглянемо колону прямокутного перерізу з відповідними 

розмірами a та b. У деякий момент часу температура середовища навколо колони починає 

змінюватись за законом стандартного температурного режиму   8345lg 1 20
60
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 [9]. 

В початковий момент часу температура колони є сталою і становить 020 C . Теплофізичні ха-
рактеристики колони наведено в табл. 1. 

 

Таблиця 1 
Теплофізичні характеристики 

Параметр Колона 

Товщина [м] a=0,04; b=0,03 
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м К

 


 2,5 

Масова питома теплоємність р
Джс

кг К
    

 870 

Густина   3

кг
м

   2400 

Коефіцієнти тепловіддачі на поверхнях   2

Вт
м К

 


 20 

 
Використавши вище описаний розв’язок та програмне забезпечення Maple 13, отриму-

ємо розв’язок цієї задачі у вигляді графіка (рис. 2) та таблиці 2. 
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5 хв 15 хв 

  
30 хв 60 хв 

 
Рисунок 2 – Прогрів колони за умов пожежі 

 
Таблиця 2  

Розподіл температурного поля по товщині колони на 60 хв. 
x 
y 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 

0 575 458 396 371 365 371 396 458 575 
0,05 458 305 224 191 183 191 224 305 458 
0,1 399 227 136 99 90 99 136 227 399 

0,15 382 204 111 72 63 72 111 204 382 
0,2 399 227 136 99 90 99 136 227 399 

0,25 458 305 224 191 183 191 224 305 458 
0,3 575 458 396 371 365 371 396 458 575 

 
Висновок. Аналіз графічної залежності (рис. 2) та таблиці 2 показує чітку зміну темпе-

ратури по товщині колони зі зміною часу, що дає можливість оцінити її вогнестійкість за 
умов пожежі. 
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